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Проведені моделювання та експериментальні дослідження апроксимації законів розподілу кутових 
даних методом вибіркових тригонометричних моментів. Наведені результати апробації методу для 
різних типів розподілів кутових даних. 
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Вступ 
 
Важливою задачею аналізу результатів кутових 
вимірювань є опрацювання експериментальних 
даних та встановлення емпіричних розподілів 
досліджуваних значень випадкових кутів (ВК). 
Під час оброблення даних спостережень 
випадкових величин часто припускають відомим 
вид закону їх розподілу, що дозволяє виконувати 
оцінку значень його параметрів та характеристик за 
результатами вимірювання. На практиці зазвичай 
вид закону апріорно невідомий, а теоретичні 
припущення щодо його виду є сумнівними і можуть 
привести до отримання некоректних статистичних 
оцінок. 
У загальному випадку різноманіття умов 
проведення вимірювальних експериментів та 
способів отримання даних вимірювань не дозволяє 
апріорно обґрунтувати вид розподілу. У цьому разі, 
за умови достатнього обсягу вибірки, вдаються до 
апроксимації (наближеного опису) реального закону 
деяким іншим, який не суперечить одержаним за 
результатами спостереження даним, та деякою 
мірою подібний до апріорно невідомого істинного 
закону. 
Апроксимація закону розподілу результатів 
кутових вимірювань забезпечує: 
а) підвищення об’єктивності представлення 
результатів вимірювання випадкового кута з 
апріорно невідомим законом розподілу; 
б) отримання аналітичного виразу щільності 
ймовірності випадкового кута, що дає можливість 
оцінити статистичні характеристики досліджуваної 
вибірки через тригонометричні моменти 
відповідного порядку, або квантилі розподілу; 
в) можливість автоматизації процесу обчислення 
статистичних характеристик вибірок випадкових 
кутів та показників їх точності. 
Вирішення поставленої задачі апроксимації 
традиційно здійснюється на основі застосування 
«типових» розподілів, спеціальних рядів або сімей 
універсальних розподілів. 
У роботах [1, 2] наведено методику апроксимації 
результатів кутових вимірювань на основі 
застосування розподілу Джонсона [3-7] з 
подальшим обчисленням їх точкових та 
інтервальних оцінок. Проте, застосування такої 
методики має певні недоліки, викликані, у першу 
чергу, обмеженістю функцій Джонсона, а також 
особливостями кругової шкали відображення даних 
кутових вимірювань. 
У роботі [8] розглянуто метод побудови 
аналітичної функції щільності розподілу 
ймовірностей за емпіричними даними, одержаними 
під час кутових спостережень, на основі 
застосування характеристичної функції. 
Метою даної статті є дослідження можливостей 
методу апроксимації розподілів кутових даних через 
їх вибіркові тригонометричні моменти шляхом 
модельних експериментів у порівнянні з методом 
апроксимації кривими Джонсона. 
 
Постановка задачі 
 
Досліджується випадковий кут Ψ(ω)∈[0,2π), де ω 
– елементарна подія з області подій Ω, з апріорно 
невідомим розподілом p(θ), θ∈[0,2π). Функція p(θ) 
може мати значну асиметрію і бути полімодальною 
(багаточастотною). 
Доступним аналізу є вибірка значень випадкового 
кута θ={θ1, θ2,…, θl} обсягу l. Використовуючи цю 
вибірку необхідно апроксимувати розподіл p(θ) 
методом вибіркових тригонометричних моментів і 
виконати порівняльний аналіз з апроксимацією p(θ) 
розподілом Джонсона. 
 
Розв’язок 
 
Методика проведених експериментів з 
випадковими кутами полягала в наступному: 
– формування псевдогенеральної вибірки 
випадкового кута або суміші випадкових кутів з 
відомим/відомими розподілами ймовірності обсягу 
L; 
– формування з псевдогенеральної вибірки 
меншого обсягу l<<L; 
– апроксимація розподілу p(θ) кривими 
Джонсона і функціями, отриманими методом 
вибіркових тригонометричних моментів; 
– порівняльний аналіз результатів апроксимації. 
 
Апроксимація на основі сім’ ї розподілів 
Джонсона – універсальний вид апроксимації, що 
базується на такому перетворенні випадкової 
величини (заданої на скінченному інтервалі 
значень), яке дозволяє розглядати результат 
перетворення як стандартизовану випадкову 
величину, розподілену за стандартним гауссовим 
законом. Перевагою такого перетворення є те, що 
оцінки процентилів емпіричних розподілів можна 
отримати, використовуючи таблицю площ під 
кривою стандартного нормального розподілу. На 
відміну від розподілу Пірсона [9], розподіл 
Джонсона поділяється на три сім’ ї кривих, 
можливості яких стосовно опису статистичних 
даних еквівалентні можливостям розподілів Пірсона 
[5]. 
Задача апроксимації випадкових величин з 
інтервалу (-∞; ∞) з подальшим визначенням їх 
статистичних характеристик на сьогодні є досить 
поширеною та детально висвітлена у багатьох 
наукових працях та навчальних посібниках. В той 
же час питання апроксимації законів розподілу 
випадкових кутів практично не розглянуто у 
науковій літературі та є недостатньо дослідженим. 
В загальному випадку перетворення Джонсона має 
вигляд: 
z = γ + η τ (x; ε, λ),  (1) 
де τ(х) – деяка унімодальна, монотонно 
зростаюча функція; 
z – нормована випадкова величина, розподілена 
за стандартним гауссівським законом; 
ε, λ, γ, η – параметри, що підлягають підбору: 
ε – параметр масштабу, -∞ < ε < ∞; 
λ – параметр масштабу, λ > 0, ε ≤ x ≤ ε+λ; 
γ – параметр форми, що характеризує асиметрію 
розподілу, -∞ < γ < ∞, 
η – параметр форми, що характеризує 
гостровершинність розподілу, η > 0. 
Розрізняють три види розподілів Джонсона – SU, 
SL та SB, які відрізняються формою кривих, 
відповідними умовами їх отримання та 
обмеженнями. Для можливості застосування функції 
Джонсона до даних, реалізованих на круговій шкалі, 
у [1, 2] обґрунтована доцільність їх подачі у 
наступному вигляді: 
1. Логарифмічно нормальний SL розподіл: 
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де ε<θ<2π; ε – нижня границя випадкового кута, 
0≤ ε < 2π; -∞<γ<∞; η>0. 
2. SB розподіл Джонсона: 
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де ε<θ<ε+λ; ε – найменше ймовірне значення 
випадкового кута, 0≤ε<2π; ε+λ – найбільше ймовірне 
значення випадкового кута, 0<λ<2π; -∞<γ<∞, η>0. 
3. SU розподіл Джонсона: 
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де 0≤θ<2π, ε  – параметр, що характеризує центр 
розподілу, 0≤ε<2π; λ – параметр масштабу, λ>0; 
-∞<γ<∞, η>0. 
 
Досліджуваний метод апроксимації розподілів 
випадкових кутів ψ(ω)∈[0,2π) ґрунтується на 
представленні щільності розподілу ймовірності 
випадкового кута p(θ) за допомогою 
характеристичної функції [10-11]. Остання для цілих 
значень n=0, ±1, ±2,… задається як 
комплекснозначна послідовність тригонометричних 
моментів порядку n 
fn= Μ{exp(inψ(ω))},  (5) 
де Μ – оператор математичного сподівання, 
1−=i . 
Функція p(θ) однозначно визначається її 
характеристичною функцією fn(θ) 
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тобто являє собою розклад p(θ) в ряд Фур’є. 
Тригонометричні моменти fn мають представлення 
в Декартовій і полярній системах координат:  
fn =an + ibn =ρn exp (iµn), (7)  
де послідовність дійсних чисел {an, bn} обчислено 
у заданій системі координат відносно нульового 
початкового напрямку:  
an =Μ{cos(nψ (ω))}, bn =Μ{sin(nψ (ω))}, (8) 
22
nnn ba +=ρ , µn =Arg fn.  (9). 
Характеристична функція (fn, n=0, ±1,…) повністю 
задає ψ(ω) на [0,2π). Її використання в ряді випадків 
приводить до більш простих аналітичних і 
алгоритмічних розв’язків вимірювальних задач 
кутометрії.  
 
Характеристична функція має наступні 
властивості. 
1. Модуль тригонометричного моменту 
характеристичної функції порядку n дорівнює |fn|≤1. 
2. Для n=0 маємо f0=1. 
3. Тригонометричний момент порядку n дорівнює 
комплексноспряженому тригонометричному 
моменту характеристичної функції порядку n: f-n=fn
*.  
4. Тригонометричний момент n-того порядку 
суми незалежних випадкових кутів 
ψ1(ω),…ψj ,…ψm(ω) дорівнює добутку 
тригонометричних моментів того ж порядку всіх m 
кутів: 
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5. Характеристична функція суми [ψ(ω)+ν]mod2π, 
тобто суми випадкового кута і довільного дійсного 
числа ν=const по модулю 2π дорівнює: 
 fn
 (ν) = Mein(ψ+ν) = einν fn(0). (11) 
У випадку опрацювання вибірки кутів визначають 
вибіркову характеристичну функцію випадкового 
кута, яка являє комплекснозначну послідовність 
( )( ),...2,1,0,0ˆ ±±=nfn , всі вибіркові тригонометричні 
моменти якої визначені відносно нульового 
напрямку α = 0: 
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Вирази (13) - (14) визначають відповідно вибіркові 
косинус- та синус-моменти порядку n. 
 
Сутність методу апроксимації розподілів кутових 
даних вибірковими тригонометричними моментами 
полягає у заміні у виразі (6) тригонометричних 
моментів випадкових кутів їх оцінками – 
відповідними вибірковими тригонометричними 
моментами (12), отриманими з вибірки 
(θ1, θ2,…θj,…θl). 
 
Експериментальне дослідження методу 
апроксимації кутових даних вибірковими 
тригонометричними моментами. 
 
Дослідження виконувалось методом 
комп’ютерного моделювання в програмному 
середовищі LabView [12]. 
Методика проведення комп’ютерного 
експерименту полягала у наступному. 
1. Формування реалізації ВК Θ={θ1,…,θj,…,θL} 
значного обсягу L=10000 із генеральної сукупності 
або шляхом комбінування вибірок декількох 
випадкових кутів із заданими круговими законами 
розподілу  ВК, тобто з областю значень на інтервалі 
[0, 2π}. 
2. Формування з Θ вибірки малого обсягу 
l=30...200 значень шляхом випадкового вибору без 
повернення. 
3. Підбір функції щільності розподілу 
ймовірностей для сформованої у п. 2 вибірки з 
використанням методу вибіркових 
тригонометричних моментів та методу апроксимації 
кривими Джонсона. 
4. Порівняльний аналіз отриманих апроксимацій 
функції щільності розподілу ймовірностей. 
Нижче наведені приклади підбору функції 
щільності розподілу ймовірностей для вибірок 
обсягом від 30 до 200 значень, які належать до 
різних законів розподілу. 
 
1. Апроксимація вибірки випадкового кута з 
розподілом Мізеса 
 
Для можливості перевірки методу вибіркових 
тригонометричних моментів для апроксимації 
вибірок випадкових кутів, що належать до 
стандартизованих законів розподілу використано 
розподіл Мізеса [10-11, 13-15] 
( [ ] [ ])cos(exp)(2)( 10 µ−θπ=θ − kkIp , 
0≤θ<2π, де |µ|<∞ та k>0 – відповідно параметри 
положення та концентрації, I0(k) – модифікована 
функція Бесселя першого роду нульового порядку). 
Для цього сформовано вибірки випадкових кутових 
даних обсягом n=30…70 з розподілом Мізеса та 
параметрами µ=π, k=4. 
На рис. 1 а-б наведені графіки функцій щільності 
розподілу ймовірностей Мізеса (крива 1), 
апроксимуюча функція, отримана за методом 
вибіркових тригонометричних моментів (крива 2) та 
гістограма (крива 3). Порядок використаного 
вибіркового тригонометричного моменту не вище 5. 
Як видно з графіків, метод вибіркових 
тригонометричних моментів задовільно апроксимує 
вибірку випадкових кутів, а апроксимуюча функція 
наближається до аналітичної зі збільшенням обсягу 
вибірки.  
Однак, апроксимуюча функція в області малих 
значень має характер незначних знакозмінних 
осциляцій, що не відповідає у повній мірі умовам 
нормування щільності розподілів ймовірності. 
 
2. Апроксимація вибірки випадкового кута 
невідомого асиметричного розподілу 
 
Асиметричну псевдогенеральну вибірку 
сформовано шляхом комбінування трьох розподілів 
Мізеса з наступними параметрами:  
µ1=3,19 (183º), k1=8,7, L1=20000; 
µ2=2,55 (146º), k2=3, L2=5000; 
µ3=2,15 (123º), k3=2,4, L3=10000. 
Приклади апроксимації отриманих у такий 
спосіб вибірок обсягом 50 та 70 значень показані на 
рис. 1 в-г. Для апроксимації використано вибіркові 
тригонометричні моменти перших чотирьох 
порядків. 
З аналізу графіків на рис. 1 в-г можна зробити 
висновок про те, що досліджуваний метод можна 
застосовувати для апроксимації вибірок кутових 
даних, що належать до апріорно невідомого 
асиметричного закону розподілу.  
Небажані осциляції кривих щільності розподілів 
присутні і в цьому випадку. 
 
3. Порівняння методу тригонометричних 
моментів та методу апроксимації емпіричних 
розподілів функціями Джонсона 
 
Для порівняння двох методів апроксимації 
випадкових кутів – методу вибіркових 
тригонометричних моментів та методу апроксимації 
функціями Джонсона сформовано вибірки обсягом 
30, 50, 70 та 100 значень. Генеральна сукупність 
належить до асиметричного розподілу, одержаного 
як гранична щільність осьової складової розподілу 
Лангевіна-Фішера на сфері [14]: 
 { } π<θ≤θθ=θ 0,)cos(expsin)( kCp , (15) 
де С та k>0 – параметри масштабу.  
У виконаному дослідженні задавались такі 
значення параметрів С=0,4, k=1,2. На рис. 2 
зображені варіанти апроксимації вибірок заданого 
обсягу:  
крива 1 – вихідна, апроксимована функція 
щільності розподілу ймовірностей; 
крива 2 – підібрана функція з SL розподілу 
Джонсона; 
крива 3 – апроксимуюча функція, отримана за 
методом тригонометричних моментів; 
крива 4 – гістограма вибірки.  
Порядок використаних тригонометричних 
моментів не вище четвертого.  
Апроксимуюча функція за методом вибіркових 
тригонометричних моментів візуально більше 
наближена до вхідної функції щільності розподілу 
ймовірності зокрема в області моди. 
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Рисунок 1 – Апроксимація вибірок ВК методом вибіркових тригонометричних моментів; 
обсяг вибірки: а – 30; б – 70; в – 50; г –70 
4. Апроксимація вибірки випадкових кутів з 
двомодальним законом розподілу 
 
Експеримент (рис. 3) проведено з вибіркою 
випадкових кутів обсягом 200 значень, 
сформованою з генеральної сукупності обсягом 
40000 значень. Остання отримана шляхом 
комбінування двох розподілів Мізеса з 
параметрами: 
µ1=4,36 (250º), k1=3, L1=20000; 
µ2=1,75 (100º), k2=3, L2=20000. 
 
Гістограми вибірки ВК та графіки отриманих 
апроксимацій розподілів представлені на рис. 3. 
Аналіз отриманих графіків засвідчує, що метод 
тригонометричних моментів в цілому задовільно 
апроксимує двомодальні розподіли випадкових 
кутів, зберігає характерні особливості їх форми, 
адекватно відтворює кути, в околі яких має місце 
підвищена концентрація даних. 
Підвищення порядку тригонометричних 
моментів приводить до виникнення осциляцій та 
значного спотворення результатів апроксимації 
щільностей розподілів випадкових кутів.  
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Рисунок 3 – Апроксимації двомодальної щільності ймовірності вибірки ВК; порядок найвищого 
використаного вибіркового тригонометричного моменту: а – 3; б – 5; в – 9; г – 11 
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Рисунок 2 – Порівняння методу вибіркових тригонометричних моментів та методу апроксимації емпіричних 
розподілів функціями Джонсона; обсяг вибірки: а – 30; б – 50; в – 70; г – 100 
Висновок 
 
Досліджено можливості методу вибіркових 
тригонометричних моментів для апроксимації 
розподілів кутових даних з областю значень в 
інтервалі [0,2π) на якісному рівні. 
 
Встановлено, що цей метод, на відміну від інших 
методів апроксимації, задовільно апроксимує 
двомодальні розподіли ймовірності, які мають місце 
в аналізі експериментальних даних кутових 
вимірювань і зберігає здатність апроксимувати 
несиметричні розподіли ймовірності ВК. 
В ряді випадків апроксимаційні криві мають 
характер осциляцій і можуть набувати невеликих 
від’ємних значень, що не відповідає сутності 
ймовірнісної міри і потребує проведення додаткових 
досліджень для усунення цього ефекту. 
Розглянутий метод апроксимації потребує 
подальших досліджень для встановлення кількісних 
оцінок його адекватності розподілам генеральної 
вибірки. 
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Исследование метода выборочных 
тригонометрических моментов в задачах 
аппроксимации распределений угловых данных 
Ю.В. Куц, С.В. Шенгур, Е.С. Мельник 
Проведены моделирование и экспериментальные 
исследования аппроксимации законов распределения 
угловых данных методом выборочных 
тригонометрических моментов. Приведены результаты  
апробации метода для разных типов распределений 
угловых данных.  
Ключевые слова: аппроксимация, тригонометрический 
момент, случайный угол. 
 
Processing of sample trigonometric moment’s method for 
circular distributions approximation tasks 
Y.V. Kuts, S.V. Shengur, E.S. Melnik 
Circular distributions approximations by sample trigonometric 
moment’s method are simulated and experimentally 
investigated. Method’s testing results for different circular 
distribution types are described. 
Keywords: approximation, trigonometric moment, random 
circle. 
 
